CAPITULO 13

TEOREMA DA FUNCAO INVERSA

13.1 Introducao

A funcao identidade em R"™ é a funcao que a cada elemento de R™ associa o préprio
elemento, i.e.

I;:R"™ — R"
X = (21, 00,my) — (X)) =X = (21, ..,2,)

A funcao identidade é trivialmente uma funcao linear e é representada na forma ma-
tricial pela matriz identidade n x n, denotada por I,,.

Dadas duas fungées FF: ACR* = BCR"eG: BCR™ — ACR" dizemos que F
e G sao funcoes inversas uma da outra se

(GoF)(X)=X, V XA

(FoG)(Y)=Y, VY €B.

Ou seja, F' e G sao fungoes inversas uma da outra se
FOG:[dA eGOF:[dB,

onde Ij4 é a funcao identidade restrita ao conjunto A, ie. I, : A CR* — A C R”
e I;p € a funcao identidade restrita ao conjunto B, ie. I;: B C R™ — B C R™.
Observe que o dominio de F' é a imagem de G e que a imagem de F' é o dominio de G.

E usual denotarmos G por F~! e, neste caso, temos que

FYY)=X VYEB«=FX)=Y V XcA

Exemplo 13.1.1: Abaixo temos exemplos conhecidos de fungoes da reta na reta e
suas inversas.

232
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{ () a?, x>0 {fz(w)zem, z€R {fg(x)=x3, reR
(y):\/_ y>0 " | fi'w) =y, y>0 " | f5'(y =¥y, yeR "’

fie) = senw, -G <wsg (B =com  0Sz<r
fi'(y) = arcseny, —1<y<1 fit(y) = arccosy, —1<y<1

Lembre-se que uma funcgao F' é inversivel em sua imagem, se e somente se, F' € injetora.
Ou seja, F' ¢é inversivel em sua imagem, se e sé se,

F(X)) = F(X,) = X; = X,.

Dada a funcao linear injetora L : R™ — R™, é ficil verificar que sua inversa L' também
é linear. Isto é, dado que L(X;) = Y] e L(X,) = Y, ao calcular L™!(aY; + bY3), onde
a e b sdo reais quaisquer, temos que L™'(aY; 4 bYs) = aL~ (Y1) + bL™*(Y2). De fato,

L7 (aY; + bYs) L' (aL(X,) + bL(X3))
L™ L(aX; + bX3))
(IXl + bXQ

aL (Y1) + bL7H(Ya),

K

%

onde a igualdade em (*) se deve ao fato de L ser linear e a igualdade em (**) se deve
ao fato de L e L™! serem inversas uma da outra.

Observe que se n é menor do que m, a imagem da funcao linear injetora L : R® — R™
é um subespaco préprio de R™. E, neste caso, L~! nao estd definida em todo R™,
estando apenas definida na imagem de L. Por outro lado, se m = n, a inversa esta
definida em todo R™. Além disso, se L : R” — R" é uma funcao linear inversivel
representada pela matriz A, i.e. L(X) = A.X, onde (.) é uma multiplicacdo matricial,

a inversa de L, L™! : R® — R", ¢ a funcao linear inversivel representada pela matriz
A7l ie. L7YX) = A"1. X, onde A™! é a inversa da matriz A.

Considere agora a funcao afim 7' : R® — R", definida por
T(X) = L(X — Xp) + Yo = A. (X — Xo) + Yo,

onde L : R® — R" é uma funcao linear. E facil ver que T' é injetora, se e sO se, L é
injetora. De fato, dados X7, X € R”

T(X)=T(Xs) & L(X; - Xo)+Yy=L(Xs — Xo) + Yy
o LX) = L(Xy),

Além disso, observe que se L é uma funcao linear inversivel representada pela matriz
A, ie. L(X) = AX, onde (.) é uma multiplicacdo entre matrizes, a fungao afim 7,
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T(X)=L(X —Xy)+Yy=A. (X — Xo) + Yo também é inversivel e, se T(X) =Y, a
inversa de 1" é dada por

THY) =LY (Y =Yy + Xo=A"" (Y = Yy) + X,

Podemos verificar que a expressao dada acima é de fato a expressao correta para 7!,
substituindo Y por T'(X) e verificando que encontramos X. De fato,

THY) = T"HT(X)) =L Y (T(X)—Yo) + Xo
= LY L(X — Xo) + Yy — Yp) + X,
= L7Y(L(X — Xo)) + Xo
= X —Xo+ X

= X.

Os célculos acima, utilizando matrizes, sao expressos da forma abaixo.

TY) = TTI(X) = AL (T(X) - o) + X
= AL (A(X — Xo)+ Yy — Yo) + Xo
= A1 (A(X - X))+ Xo
= X —Xo+ Xp
= X.
Com isto, temos uma formula que permite calcular a inversa de uma funcao afim
inversivel dada por

T(X) = L(X — Xo) + Yo = A. (X — Xo) + Y,
que é

THY)=L(Y - Yo) + Xo = A7 (Y - Y) + Xo. (1)

Exemplo 13.1.1: Considere a funcao T : R* — R? definida por

2 1 0 rz—1 2
T(x,y,z)=1 0 1 =3 y+2 |+ -3
4 0 3 z )

a) Mostre que 7' é inversivel.
b) Se T(x,y, z) = (u,v,w), determine T~ (u, v, w).

Solugao: T(X) = A. (X — Xp) + Yy, onde

1 0 T 1 2
1 3 1. X=1vy |, Xo= -2 eYy = -3
0 3 z 0 5

A:

= O N
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Desta forma, como T' é uma funcao afim, temos que 7' é inversivel se e somente se a
funcao linear L dada por

2 1 0 T
4 0 3 z

é inversivel. Por sua vez, L é inversivel se e somente se a matriz A é inversivel. Como
determinante de A ¢é diferente de zero (det(A) = 1), temos que L é inversivel e sua
inversa é dada por

u ~1/2  1/2  1/)2 u
L u,v,w)=A"1 [ v | = 2 -1 -1 v
w 2/3 —-2/3 —1/3 w
Abaixo, temos o célculo de A",
21 0 1 00 2 0 3 1 -1 0
. li=l1—12
01 -3 :010 ~ 01 -3 0 10
4 0 3 001 4 0 3 0 01
2 0 3 1 -1 0
I3=l3—2l1
~ 01 =3 0 10
00 -3 -2 21
2 0 3 1 -1 0
ls=—1I3/3 .
~ 0 1 =3 : 0 1 0
00 1 2/3 —-2/3 —1/3
2 0 1 -1 0
PERE g > 1 -1
00 1 2/3 —-2/3 —1/3
2 0 0 : -1 1 1
lh=1; 33 :
~ 0O 1 0 : 2 -1 -1
001 : 2/3 —2/3 —1/3
100 : —=1/2 1/2 1/2
lo=l2/2 .
~ 010 : 2 —1 -1
00 1 2/3 —-2/3 —1/3

Neste caso, como T~1 é dada por
THY)=L' Y =Yy + Xo =AY - Yy) + Xo,
segue que

12 12 1/2 w—2 1
T u,v,w) = 2 -1 -1 v+3 |+ -2
2/3 —2/3 —1/3 w—5 0
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Nosso objetivo na préoxima segao ¢ enunciar o Teorema da Funcao Inversa. Dada uma
funcao vetorial de varias varidveis, F' : Dom(F) C R" — Im(F) C R", sob certas
condicoes, o Teorema da Funcao Inversa é capaz de garantir que F possui uma inversa
e ainda fornece propriedades desta inversa. Mas especificamente, o teorema trata do
caso em que F' é diferenciavel e fornece resultados apenas locais. Para compreender
melhor o teorema, acompanhe a seguinte linha de raciocinio: lembre-se que se F' é
diferenciavel no ponto Xy, ela pode ser aproximada numa vizinhanca deste ponto por
uma transformacao afim 7'. Portanto, uma pergunta natural que surge é: “sera que
se a transformacao afim 7' for inversivel, também poderemos garantir que, numa vizi-
nhanca do ponto X, a funcao F' também é inversivel?, uma vez que nesta vizinhanca
as duas funcoes “se parecem”. ” Além disso, podemos nos questionar também: “e
se for verdade que a funcao F' é realmente inversivel numa vizinhanca do ponto Xy,
serd que podemos garantir que sua inversa também é diferenciavel no ponto Xy7?” E,
podemos ir até mais além: “sera que se a inversa da funcao F' for diferenciavel em X,
sua melhor aproximacao afim numa vizinhanca deste ponto sera a inversa de T'7 Ou
seja, serd que a matriz que representa a derivada da inversa de F' em X (no caso dela
existir), é a inversa da matriz que representa a derivada de F' em X,?” A menos dos
“detalhes”, estas perguntas possuem respostas afirmativas e constituem o Teorema da
Funcao Inversa que, conforme dito, esta enunciado na proxima secao.

13.2 Teorema da Funcao Inversa

TEOREMA 13.2.1 (Teorema da Fungao Inversa): Seja ' : Dom(F) C R* — R”
uma funcao de classe C* em um aberto A C Dom/(F') que contém ponto X,. Se DF(X,)
é inversivel, entao, existe um aberto N C A, contendo X, tal que, quando restrita a
N, F possui uma inversa de classe C'. Além disso, o conjunto imagem F(N) é aberto
e mais ainda,

DF™(Yy) = (DF(Xo)) ™",

onde Yy = F(Xp). Isto é, a diferencial da fungao inversa de F' em Yj é a inversa da
diferencial de F' em X.

Observe que o Teorema da Funcgao Inversa s6 garante a existéncia da inversa de F
(caso as condigbes sejam satisfeita) numa vizinhanga do ponto X,. Ele é um teorema
de existéncia local e nao global. O similar que vimos em Célculo 1A, pedia derivada
diferente de zero em todo intervalo. Por isso, podiamos garantir a existéncia da inversa
na imagem deste intervalo sob consideragao. O Teorema da Funcao Inversa visto em
Caélculo 1A, para efeito de recordacao, encontra-se enunciado na Secao 13.4.
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Note que Teorema da Funcao Inversa fornece condigoes SUFICIENTES (F de classe C*
e DF(Xy) ¢ inversivel) para garantir a existéncia de uma inversa na vizinhanga do
ponto Xy. Isto nao quer dizer que é necessirio que DF(Xj) seja inversivel para que
exista uma inversa. De fato, voltando a fungoes reais, é sabido que a funcao F(x) = 23
tem derivada nula na origem, portanto nao inversivel, mas é F possui inversa numa
vizinhanga do ponto x = 0. De fato, ela possui inversa em toda reta.

13.3 Exemplos

Exemplo 13.3.1: Considere a funcao F' : R? — R? definida por
F(z,y) = (2° — 2z, 2+ y) .

a) Mostre que F' é inversivel numa vizinhanga do ponto (1,—1).
b) Verifique que F(1,—1) = (—1,0).
c¢) Determine DF~!(—1,0).

Solucao:

a) Observe que F(x,y) = (fi(z,y), f2(z,y)) é de classe C' em R? uma vez que suas
funcoes coordenadas f; e fy sao polinomiais. Além disso, como

on
ox

0%,
ox

DF(z,y) =

temos que

DF(1, 1) = (

s
Ay B < 322 — 2y —day )
or, 1 1

dy

1 4
1 1)

que é uma matriz inversivel, pois det(DF(1,—1)) = —3 # 0. Desta forma, pelo Teo-
rema da Funcao Inversa, temos que existe um aberto N, contendo o ponto (1, —1), tal
que, quando restrita a N, a funcao F possui uma inversa de classe C*.

b) E fécil ver que F(1,—1) = (1—2,1—1) = (—1,0).

¢) Também do Teorema da Fungao Inversa, temos que

DF~Y(—1,0) = (DF(1,-1))"" = (

-1/3 4/3)
/3 —1/3 )°

Abaixo, temos o célculo de (DF(1,—1))"".

1 4 1 0\ -t 0 3
11 01 11

la—ln 0
1

o =

1 -1
0 1

11/3 O 1 1/3 —1/3 lo—11
11 : 0 1

1/3 —1/3);12l2<1 0 —1/3 4/3)
~1/3  4/3 0 1 1/3 —1/3 )
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Exemplo 13.3.2: Considere a funcao F' : R? — R? definida por
F(z,y) = (x3+2xy—|—y2 , x2+y) )

a) Mostre que F' é inversivel numa vizinhanga do ponto (1,1).
b) Sabendo que F(1,1) = (4,2), determine DF (4, 2).

c¢) Determine a funcao afim que melhor aproxima a fungao F' numa vizinhanga do ponto
(1,1).

d) Determine a func¢ao afim que melhor aproxima a inversa da fun¢ado F' numa vizi-
nhanca do ponto (4, 2).

Solucao:

a) Observe que F(x,y) = (fi(z,y), f2(z,y)) é de classe C!' em R? uma vez que suas
fungoes coordenadas f; e fy sao polinomiais. Além disso, como

of, oh

or Oy 2

3x°+2y 2x+2y

0, o

or Oy
temos que

5 4

pran-(34)

que é uma matriz inversivel, pois det(DF'(1,1)) = —3 # 0. Desta forma, pelo Teorema

da Fungao Inversa, temos que existe um aberto N, contendo o ponto (1, 1), tal que,
quando restrita a N, a funcao F possui uma inversa de classe C*.

b) E facil ver que F(1,1) = (1+2+1,1+1) = (4,2). Além disso, do Teorema da
Funcao Inversa, temos que

DF'(4,2) = (DF(1,1))" = ( _;g _g;g ) .

Abaixo temos o calculo de (DF(1,—1))".

54010\ n-a (=301 —4\uus {10 —1/3 4/3 \ -2
2 110 1 2 1:0 1 2 11 0 1

- (1 0 —1/3 4/3)
01 : 2/3 —5/3
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¢) Sabemos que func¢ao afim que melhor aproxima a a fungdo F' numa vizinhanga do
ponto (1,1) é dada por

r—1 4
T(x,y) = DF(l,l).(y_1>+(2)

_ 5 4 r—1 n 4

“ 21 ) \y=-1 P

_ or —d+4y —4 n 4

N 2r —2+4+y—1 2

B or +4y — 5

B 2e+y—1 )°
d) Sabemos que fungao afim que melhor aproxima a inversa da fungao F' numa vizi-
nhanca do ponto (4,2) é dada por

To(u,v) = T~ (u,v) = DF1(4,2). ( v ) 4 ( | ) |

Como

DF'(4,2) = (DF(1,1))"" = ( _%g —gg > ’

temos que a funcao afim que melhor aproxima a inversa da funcao F' numa vizinhanca
do ponto (4,2) é dada por

e = (S )-(328) ()

h ( 2_10743—+81/lé>3—+5i1/)é3+_1§§§ ) + ( 1 )

B (—u/3+4v/3—1/3)
=\ 2u/3-50/3+5/3 )

Exemplo 13.3.3: Seja
F(u,v) = (v’ +v*v+ 10v, u+v?).

a) Mostre que F' é inversivel numa vizinhanga do ponto (1,1).
b) Calcule um valor aproximado para (F~1)(11.8,2.1).

Solucao:

a) Observe que F(u,v) = (fi(u,v), fa(u,v)) é de classe C' em R? uma vez que suas
fungoes coordenadas f; e fy sao polinomiais. Além disso, como

oh 0
ou  Ov 2u+2uv u?+ 10
DF(U,U) = — ( 1 3U2 ) 3
dfs 0fs

ou v
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temos que
4 11
DF(l,l):(1 3),

que é uma matriz inversivel, pois det(DF(1,1)) = 1 # 0. Desta forma, pelo Teorema
da Fungao Inversa, temos que existe um aberto N, contendo o ponto (1, 1), tal que,
quando restrita a N, a funcao F possui uma inversa de classe C*.

b) E facil ver que F(1,1) = (1+1 =10, 14 1) = (12,2). Além disso, sabemos que
funcao afim que melhor aproxima a inversa da funcao F' numa vizinhanca do ponto
(12,2) é dada por

Ti(z,y) = T-\(x,y) = DF'(12,2). ( 9;__122 ) + ( | ) ,

onde T ¢é a transformacao afim que melhor aproxima F' numa vizinhanca do ponto
(1,1). Para determinar DF~!(12,2), utilizamos o Teorema da Funcao Inversa, que diz
que

DF1(12,2) = (DF(1,1)) "} = ( R ) |

Abaixo temos o célculo de (DF(1,1))™"
4 11 : 1 0 I —4ls 0 -1 1 4 \toss, (0O =1 1 -4\ -
1 3 :01 1 3 :0 1 1 0 : 3 —11
7l1 0 ]. _]_ 4 ll(—ﬂQ 1 0 3 _1]_
10 : 3 —11 01 : —1 4

Portanto, a funcao afim que melhor aproxima a inversa da funcao F' numa vizinhanca
do ponto (12,2) é dada por

e = (2 79).(52)+(1)
3z —12) — 11(y — 2) + 1
( —(x—12)+4(y—2)—|—1)'

de modo que um valor aproximado para (F~1)(11.8,2.1) é dado por T7(11.8,2.1). Isto
<

(F)(11.8,2.2) ~ Ty (11.8,2.1) = ( SU18=12) —11(21—2)+1>

( (11.8 —12) +4(2.1 —2) + 1
(3 —1M0D+1)

(— 0.2 ) +4(0.1) +1
E 86—11+1)

2+04+1

)



Cadlculo 2B - Notas de Aula (em construgcdo) - Prof® Denise 2018-2241

Q©

Exemplo 13.3.4: Considere a funcio f(u,v) = (v , 20 — 6u? , 3uv , u® + v?).

Seja ¢ : R* — R? uma funcao de classe C! e seja F' a funcao definida por F =
go f. Sabe-se que ¢(2,2,6,5) = (2,3) e que ¢'(2,2,6,5) é uma das matrizes a seguir:

2 2

2 -1 -1 2 -1 1
(2 1 1—3)Ou -1 1
2 -3

a) Verifique que F' possui uma inversa de classe C'! numa vizinhanga do ponto (1,2).
Justifique bem.

b) Denote por F~! a inversa de F' numa vizinhanga do ponto (1,2). Determine a
fungao afim que melhor aproxima F~! numa vizinhanga do ponto F(1,2).

Solugao:

a) Em primeiro lugar, observe que g é uma funcao de classe C', por hipdtese, o que
significa que ¢ ¢ diferencidvel. Da mesma forma, temos que f é de classe C*, pois suas
fungoes coordenadas sao polinomiais, o que significa que f também é diferenciavel.
Sendo assim, como f e g sao diferenciaveis, temos que F' = go f é diferenciavel e, além
disso, podemos aplicar a regra da cadeia para obter DF(1,2). No Exemplo 12.4.2,
obtivemos que

DF<172> = Dg(f(l,Q)).Df(l,Q)

()

Além de F = go f ser diferencidvel, F' também é de classe C!, pois f e ¢ sao de classe
C'. Desta forma, como F ¢ de classe C' e DF (1,2) é uma matriz inversivel, pois
det(DF(1,2)) = —2 # 0, temos, pelo Teorema da Fungao Inversa, temos que existe
um aberto N, contendo o ponto (1,2), tal que, quando restrita a N, a fun¢ao F' possui
uma inversa de classe C*.

b) E facil ver que F (1,2) = g(f(1,2)) = ¢(2,2,6,5) = (2,3), conforme calculado no
Exemplo 12.4.2. Além disso, sabemos que funcao afim que melhor aproxima a inversa
da func¢ao F' numa vizinhanga do ponto F' (1,2) = (2,3) ¢ dada por

y—3

_ (;)+UHNLQYP<2:§>,(LMGR2

T(z,y) = Flqumy+DFlqumy(x‘2)

Abaixo temos o caleulo de (DF(1,2))™".

—2 =5 1 1 0\ was [ =20 P15\ me{10: —1/2 —5/2
0 1 01 0 1:01 01 0 1
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Portanto, a fungao afim que melhor aproxima a inversa da funcao F' numa vizinhanca
do ponto F'(1,2) = (2,3) é dada por

e = (1)+(4 ) (572)

_ ( > < —1/2(93—5)_—35/2@—3) )

_ ( 1—x/2;i;5y42+15/2 )

_ ( —x/2 — 5y/2+19/2 ) (2.9) € R?
y—1 T

13.4 Recordacao de Calculo 1

Vamos a seguir fazer uma recordacao do Teorema da Funcao Inversa visto em Calculo
1, nao sé para efeito de comparacao, como também para ilustracdo, uma vez que para
funcoes da reta na reta o entendimento fica mais facil.

TEOREMA 13.4.1: (Teorema da Funcao Inversa - Fungoes da Reta na Reta
(Visto em Calculo 1A)) Seja f : Dom(f) — R uma fungao diferencidvel e seja
I € Dom/(f) um intervalo aberto. Se f'(c) # 0 para todo ¢ € I, entao f é inversivel na
imagem de I (cuja notacdo é f(I)), sua inversa f~!: f(I) — Dom(f) é diferenciavel e

1

(f )y = )

para todo y € f(I).

Nao demonstramos este teorema em Calculo 1A, mas fizemos algumas consideracoes
que mostram que o que ele afirma é de uma certa forma natural. De fato, ao impedir-
mos a derivada da funcao f de se anular, estamos obrigando f a ser injetora, pois a
unica forma de uma fungao diferenciavel perder a injetividade, é possuir um grafico que
tenha em algum ponto uma reta tangente horizontal, que é sinonimo de derivada nula
neste ponto, mas isto esta excluido por hipdtese. Tendo assim garantido a existéncia
da inversa, pela reflexao do grafico de f em torno da reta y = x, construimos o grafico
da funcao inversa. Observe agora que, por f ser diferenciavel, todos os pontos de seu
grafico possuem reta tangente. Inclusive, por nao possuir derivada nula, nenhuma reta
tangente é horizontal. Voltando agora ao gréfico da funcao inversa, verificamos que
ele, por ser uma reflexao do grafico de f em torno da reta y = x também possuira reta
tangente em todos os pontos. Além disso, sabemos que o tinico caso em que existe reta
tangente mas nao existe derivada, é quando a reta tangente é vertical. Entretanto, a
reta tangente da grafico da fungao inversa sé poderia ser vertical se o grafico da fungao
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f fosse horizontal em algum ponto, o que foi excluido por hipétese. Deste modo, po-
demos concluir que a inversa é diferenciavel.

O similar ao Teorema da Funcao Inversa na forma que estamos vendo agora, obvia-
mente também pode ser restrito a func¢oes de uma variavel e, neste caso, ele também sé
garante a existéncia da inversa localmente. E, neste caso, para demonstrar a existéncia
da inversa, utilizamos o Teorema do Valor Médio. Vamos enunciar abaixo o Teorema
da Funcao Inversa (na forma local) para fungoes da reta na reta.

TEOREMA 13.2.3 (Teorema da Fungao Inversa - Existéncia Local - Fungoes
da Reta na Reta): Seja f : Dom(f) C R — R uma funcao de classe C!' em um
intervalo aberto J C Dom(f) que contém ponto xy. Se f'(xg) # 0, entdo, existe um
intervalo aberto I C J, contendo xg, tal que, quando restrita a I, f possui uma inversa
de classe C'. Além disso, o conjunto imagem f(I) é aberto e, mais ainda,

(F71) (o) = (F'(@o) ",

onde yo = f(z0). Isto é, a derivada da funcao inversa em y, é a inversa da derivada de
f em xg.

Observe que sendo f uma funcgao de classe C', sua derivada é continua; portanto, como
f'(x¢) # 0, pela continuidade de f’, segue que em um intervalo aberto contendo x,
podemos garantir que f’ nao se anula. Agora é sé repetir o raciocinio feito acima para
este intervalo. Atencao isto nao é uma demonstracao. Este raciocinio tem o intuito
de nos convencer do quanto o teorema ¢é razoavel e de estabelecer uma linha para a
demonstracao. Por exemplo, conforme ja foi dito, para demonstrar a existéncia da
inversa, utilizamos o Teorema do Valor Médio.



